DENTRO LA SCATOLA

Rubrica a cura di
Fabio A. Schreiber

I Consiglio Scientifico della rivista ha pensato di attuare un’iniziativa culturalmente utile
presentando in ogni numero di Mondo Digitale un argomento fondante per I'lnformatica
e le sue applicazioni; in tal modo, anche il lettore curioso, ma frettoloso, potra rendersi
conto di che cosa sta “dentro la scatola”. E infatti diffusa la sensazione che lo sviluppo
formidabile assunto dal settore e di conseguenza il grande numero di persone di
diverse estrazioni culturali che - a vario titolo - si occupano dei calcolatori elettronici e
del loro mondo, abbiano nascosto dietro una cortina di nebbia i concetti basilari che lo
hanno reso possibile. La realizzazione degli articoli € affidata ad autori che uniscono una
grande autorevolezza scientifica e professionale a una notevole capacita divulgativa. |l
primo di essi, pubblicato in questo numero, esce a firma del Prof. Luigi Dadda, uno dei
Padri Fondatori dell’Informatica italiana e tutt’ora attivo ricercatore presso il Politecnico
di Milano. Il Prof. Dadda & stato anche uno dei fondatori dell’AICA e per lunghi anni
direttore responsabile di “Rivista di Informatica”, il suo organo ufficiale.

Fondamenti dell’aritmetica digitale:

I codici numerici Luigi Dadda

1. INTRODUZIONE X=x_ -b™+x -

uesto primo articolo sui fondamenti dell’a- b*+x,- b, (1)
Qritmetica digitale trattera dei modi di rap-
presentazione dei numeri nella forma adatta ai
calcolatori digitali. E facile che sorga nel lettore
la curiosita sulla storia dei numeri stessi. Per
soddisfare, almeno in parte, tale possibile desi-

derio, sono riportati nella bibliografia gli indi-

Poiché il valore o peso di una cifra x; dipende
dalla sua posizione nel numero, i sistemi nu-
merici con base sono anche detti “posizionali”.
[ valori della base b pit comunemente utilizzati
nei calcolatori elettronici sono: 10 (base deci-

rizzi di una seria scelta di siti Web.

Se si fa riferimento specificamente alla rappre-
sentazione dei numeri all’interno dei calcolato-
ri un punto fondamentale di tale storia é segna-
to dalla adozione generalizzata del sistema bi-
nario, per la pit facile realizzabilita dei circuiti
logici e di memoria[10].

2. SISTEMI NUMERICI POSIZIONALLI

2.1. Numeri interi
Un numero intero X puo essere scritto come
una stringa di simboli (cifre o digits):

sceltidauninsieme (0,1,....,b™); bélabase o ra-
dice. Ciascuna cifra, x;, ha un “peso” b/, cosicché:

male), 2 (base binaria), 8 (base ottale), 16 (base
esadecinale). Per b = 2 per e b = 8 le cifre sono
normalmente rappresentate con gli stessi sim-
boli usati nel sistema decimale (rispettivamen-
teo,1€0,1,2,3, 4,5, 6, 7); per b = 16 si adot-
tano i simboli o,....,9 con l'aggiunta di altri sei:
A,B,C,D,E,F

Si noti che, poiché uno stesso simbolo puo es-
sere usato per rappresentare numeri in basi di-
verse, se si usano basi diverse € necessario in-
dicare la base di ogni numero. Per esempio:
145,,, 101,, 1764, 1D6 (.

E, infatti, importante notare che il numero 101
potrebbe non essere in base 2 ma in una qual-
siasi delle altre basi sopra citate (dieci, otto, se-
dici) perché i simboli o e 1 appartengono a tutte
e quattro le basi. La combinazione 101 potrebbe,
quindi, rappresentare valori del tutto diversi:
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— 2 1 0 _ =
101,=1-2°+0-2"+1:2°=4+0+1=5
101,,=1-10°+0-10"'+1-10°=100+0+1=101,,
1013=1-8%+0-8'+1-8°=64+0+1=65,
101,4=1-16"+0-16"+1-16° =256 + 1= 257,

Tutti i calcoli sopra riportati sono stati esegui-
ti con numeri nella base dieci. Essi sono anche
esempi di conversione di numeri interi nelle
basi 2, 8, 16 nella rappresentazione equivalen-
te in base dieci.

2.2. Numeri frazionari

Per rappresentare numeri frazionari si usa la
notazione posizionale con pesi costituiti da po-
tenze negative intere della base:

— — =il
X=0-X_ X,...X,=Xx_,-b+x-
b2+, . +x

b

Un numero binario frazionario sara facilmente
convertibile nell’equivalente decimale dispo-
nendo dei valori:

b*=o0.5,,,b7=0.25,,b3=0.125_,b"=
0.0625,., b™ = 0.03125 ecc.

Per esempio:
0.11001, = 0.5 +0.25 + 0 + 0+0.03125 = 0.78125

2.3. Numeri misti

Sono costituiti da parte intera e parte fraziona-
ria. La loro conversione si ottiene convertendo
separatamente le rispettive partiintere e quelle
frazionarie.

La conversione in base 2 dei numeri in base 8 e
in base 16 si pud molto facilmente eseguire
esprimendo ciascuna cifra ottale (esadecimale)
con il gruppo di 3 (4) bit, che rappresentano la
cifra nel sistema binario per esempio:

325.47g = 011 010 101.100 111,
325.47,¢ = 0011 0010 0101.0100 0111,
3B8.45D,, = 0011 1011 0100.0100 0101 1101,

3. CONVERSIONE DI NUMERI
DECIMALI NEGLI EQUIVALENTI
BINARI

3.1. Decimali interi
Un qualsiasi numero binario intero pud espri-
mersi nella seguente forma:

X={(x,,-2+x,.,)2 +Xp s

Per esempio:

X=110101,=1-2°+1-2%+0-23+1-2?+0-2"+
1-2°={[(1-2+1)-2+0)-2+1]-2+0}-2+1

Da cio0 puo derivarsi la seguente regola per la
conversione di un intero decimale nella forma
binaria:

1. Si divide per due lintero: il resto vale x,, la
prima cifra binaria (di peso 1).

2. Sidivide il quoziente per due: il resto vale x,,
la seconda cifra binaria.

3. Siripete il passo precedente, ottenendo via
via le altre cifre della rappresentazione, fino ad
ottenere un quoziente nullo.

Esempio:

X= 5444
54:2 = 27 conresto o = x,
27:2 =13 conresto1=Xx,
13:2 = 6 con resto1 = x,
6:2 =3 conresto o =x,
3:2=1conresto1=x,
1:2=0conresto1=x,

e quindi:  X=110110,

3.2. Decimali frazionari

Con procedimento analogo al precedente, si ot-
tiene la seguente regola di conversione:

1. Si moltiplica per due il frazionario dato: la
parte intera del prodotto, che pud essere solo
o oppure 1, vale x_,, la cifra binaria pit significa-
tiva (di peso 27).

2. Si applica alla parte frazionaria del prece-
dente raddoppio lo stesso precedente pro-
cedimento, fino ad ottenere una parte frazio-
naria nulla o ad individuare un numero perio-
dico (si osservi che, in questo caso, un nume-
ro decimale frazionario con un numero finito
di cifre significative pud generare un numero
binario frazionario con un numero di cifre in-
finito).

Esempi:

X=0.75,
0.75 -2 =1.50; parteintera1=x_,
0.50 - 2 =1.00; parte intera1=x_,
0.00 e quindi: X = 0.11,
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X=o0.1,

Si ottiene:

X =0.00011001100110011...., = 0.00011, Ci0&
un numero periodico.

4. NUMERI BINARI NEGATIVI

Il modo pit facile per distinguere i numeri posi-
tivi da quelli negativi consiste nell’aggiungere
a essi un apposito simbolo, il segno. Per esso
basta un bit e una convenzione, per esempio o
per +, 1 per —: € il metodo di rappresentazione
detto del segno e grandezza (sign-and-magni-
tude) e in esso occorre disporre di due algorit-
mi distinti per la somma e per la sottrazione.
Un altro metodo di rappresentazione dei nu-
meri negativi &, invece, basato sui comple-
menti. Nel seguito, essi vengono esemplificati
facendo riferimento a numeri binari di 4 bit
(Tabella 1).

La tabella 1 contiene nella prima colonna le 16
configurazioni di 4 bit. La seconda colonna con-
tiene i valori equivalenti, in base 10, delle pre-
dette configurazioni secondo la rappresenta-
zione detta dei complementia 2, o, piil in gene-
rale, complementi alla base: il bit all’estrema
sinistra ha il ruolo del segno. La terza colonna
della tabella 1 mostra i valori delle configurazio-
ni con primo bit di valore 1 nel caso di rappre-
sentazione con i complementiad 1, o, piti in ge-
nerale, complementi alla (base — 1). Il bit pili a
sinistra rappresenta ancora il segno e vi € an-
che uno “o0” negativo.

L’utilita di ricorrere ai complementi deriva da
due tipi di considerazioni: il primo ¢ la facilita di
ottenere il complemento a 1 0 a 2 di un numero
dato mediante dispositivi elettronici; il secon-
do sta nel fatto che, con l'utilizzo della rappre-
sentazione in complemento dei numeri negati-
vi, le operazioni di somma e sottrazione posso-
no essere eseguite con lo stesso circuito. Tali
argomenti verranno trattati in successivi arti-
coli, dedicati alle operazioni aritmetiche e alle
macchine per realizzarle.

Qui di seguito si vuol dare solamente un breve
esempio di operazioni di somma/sottrazione
che utilizzano i concetti esposti; si tenga pre-
sente che [’algoritmo di somma é analogo a
quello usato nel caso decimale e che, in bina-
rio, valgono le seguentiregole:o+0=0,0+1=

Complementi a 2 Complementi ad 1
0 complementi alla base 0 complementi alla (base —1)
011 +7
o110 +6
0101 +5
0100 +4
oo +3
0010 +2
0001 +1
0000 0
1111 -1 -0
1110 -2 -1
1101 -3 -2
1100 -4 -3
1011 -5 -4
1010 -6 =5
1001 -7 -6
1000 -8 -7
1,1+ 1= o0 con un riporto di 1. Nella rappresen- TABELLA 1
tazione in complemento a 2 il riporto viene tra- | Esemplificazione
scurato: di numeri negativi
0111 (7) 1101 (13) 0101 (+5) 1010 (-6)
0010 (2) 0011 (3) 1110 (=2) 0010 (+2)
1001 (9) 10000 (16)  (1)0011 (+3) 1100 (—4)

somme di numeri
in complemento a 2

somme di numeri
positivi

5. NUMERI DECIMALI CON CIFRE
CODIFICATE IN BINARIO

| numeri binari sono certamente i pitl utilizzati
nei calcoli scientifico-tecnici, in quanto le ope-
razioni aritmetiche sono eseguibili con la mas-
sima velocita quando gli operandi sono rappre-
sentati in tale forma . | dati di ingresso e i risul-
tati sono, tuttavia, quasi sempre forniti o voluti
in forma decimale, peraltro facilmente ottenibi-
le con i metodi prima descritti.

Molti calcolatori, tuttavia, sono dedicati a cal-
coli di tipo amministrativo. Si possono sempre
utilizzare allo scopo numeri binari, ma vi sono
esigenze che richiedono di eseguire i calcoli di-
rettamente nella forma decimale. Basti pensare
al problema degli arrotondamenti, che devono
soddisfare precisi requisiti anche legali, difficili
da realizzare su numeri convertiti in binario. Si
puo ricordare ’esempio mostrato in preceden-
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za sulla conversione in binario di 0.1,,, che ge-
nera un numero binario di lunghezza infinita e
che percio richiede un inevitabile arrotonda-
mento dato che tutti i calcolatori rappresenta-
no ovviamente i numeri utilizzando un numero
finito di bit.

Una rappresentazione usata a questo scopo €
quella costituita dal cosiddetto codice BCD/8421,
rappresentato nella prima colonna della tabella
2. BCD sta per binary coded decimals, ossia cifre
decimali codificate in binario, e 8, 4, 2, 1 sono i pe-
si associati nell’ordine ai 4 bit. La somma dei pe-
si delle cifre binarie paria 1 individua la cifra rap-
presentata. Per esempio, o110 individua la cifra 6
in quanto la sommatoria dei pesi fornisce per l'ap-
puntoo-8+1-4+1-2+0-1=6.

Nella tabella 2 sono riportate altre tre rappre-
sentazioni binarie delle dieci cifre decimali,
che godono di utili proprieta sulle quali si tor-
nera in seguito.

6. NUMERI RAPPRESENTATI
IN VIRGOLA MOBILE

Il modo pit semplice per rappresentare i nu-
meri reali consiste nel rappresentarne parte
intera e parte frazionaria separate dal punto
(’equivalente anglosassone della virgola, di
fatto uno standard nel mondo dei calcolatori).
Tale rappresentazione non € perd adatta nei
calcoli tecnico-scientifici, che possono mette-
re in gioco contemporaneamente numeri pic-
colissimi e numeri grandissimi. Infatti, a causa
del numero finito di bit utilizzati per rappre-
sentare i numeri all’interno dei calcolatori, si

BCD Biquinario 2di5 Gray

8421
0 0000 01 00001 00011 0010
1 0001 01 00010 00101 0110
2 0010 01 00100 00110 o111
3 0011 01 01000 01001 0101
4 0100 0110000 01010 0100
5 0101 10 00001 01100 1100
6 0110 10 00010 10001 1101
7 o111 10 00100 10010 1111
8 1000 10 01000 10100 1110
9 1001 10 10000 11000 1010

TABELLA 2

Due rappresentazioni binarie delle cifre decimali

potrebbero perdere molte o tutte le cifre signi-
ficative per i numeri molto piccoli (oppure, per
i numeri molto grandi, si limiterebbe il valore
massimo rappresentabile).

La soluzione di tale problema € offerta dalla rap-
presentazione in virgola mobile (floating point,
FP).Con essa, il numero decimale 765.432 pud
essere rappresentato con 7.65432 x 10%; 'esa-
decimale —001D4B4E con —1.D4B4E x 1672, il bi-
nario 101.111 con 1.01111 x 22,

Un numero in virgola mobile &, quindi, indivi-
duato da: segno, base (spesso implicita), espo-
nente (associato alla base), frazione o mantissa
(Pinsieme delle cifre significative).

Per i numeri FP. binari lo IEEE (Institute of Elec-
trical and Electronics Engineers) ha definito,
con lo Standard 754, una rappresentazione a
32 bit cosi costituita:

s eeeeeeee i

cioé con 1 bit per il segno (s), 8 bit per I’espo-
nente in base = 2 (le e), 23 bit per la frazione
(le /) che si sottintende essere del valore
LA @il bit di valore 1 nella parte
intera non viene fisicamente memorizzato). In
realta, ’esponente & rappresentato somman-
do l’esponente vero (che puo essere positivo
o negativo) alla costante (bias) : 0111 1111, =
127,,, allo scopo di semplificare il confronto
tra numeri.

Con la suddetta notazione possono essere rap-
presentati numeri nel campo 104485 — 10383,
E stato definito anche lo standard per numeri
FP binari con 64 bit (per maggiori ragguagli ve-
dasi|[4, 8).

7. ALTRI MODI E CASI
DI CODIFICAZIONE NUMERICA

Sono in uso (per esempio per rappresentare
date e tempi) numeri posizionali con pesi che
non sono potenze intere di una base.

Un sistema concettualmente importante di rap-
presentazioni dei numeri binari si basa sull’'uso
dei “residui”, cioé dei resti della divisione del
numero dato per un, opportuna serie di divisori
prefissati. Anche questo argomento verra trat-
tato in un successivo articolo.

Quanto finora detto riguarda comunque i nu-
meri in senso stretto, ma la codificazione bina-
ria € richiesta anche per le informazioni che si
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esprimono tramite gli alfabeti delle varie lingue  [2] Chinese Numbers

(codificazioni “alfanumeriche”). http://www.mandarintools.com/numbers.html

Sono, inoltre, necessari codici binari speciali (con programma in linea per la conversione au-
. . tomatica).

per rappresentare altre forme di espressione,

come il suono e le figure. [3] Evolution of Arabic (Roman) Numerals from India

http://www.gosai.com/chaitanya/saranaga-

ti/html/vishnu_mijs/math/math_4.html

[4] Hollasch, S.: IEEE Standard, 754-Floating Point
Numbers
http://research.microsoft.com/~hollasch/cgin-

Un aspetto generale della informazione codifi-
cata é quello della sua integrita, non solo duran-
te la sua elaborazione ma anche per quanto ri-
guarda la trasmissione a distanza e la memoriz-

zazione. La corruzione dell’informazione puo dex/coding/ieeefloat.html

manifestarsi con la perdita di uno o pit bit o con [5] Kailash Srivastava, Numbersystem, some clari-
la loro alterazione. La teoria dell’informazione fication

ha sviluppato metodi che permettono la rivela- http://manaskriti.com/Interactinn/10119801.html
zione di errori e anche la loro correzione (entro  [6] |EEE-754 Floating-Point Conversion

certi limiti). Furono proposti e usati alcuni codici http://babbage.cs.qc.edu/courses/cs341/IEEE-
destinati alle informazioni puramente numeri- 754.html

che, ma presto il problema venne affrontato per  [7] Indian numerals

l'informazione in generale, anche nella forma al- http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Hi-

stTopics/Indian_numerals.html

fanumerica. | codici “biquinario” e “due di cin-
que” della tabella 2 offrono, proprio per laridon-  [8] Maya Mathematics

danza che li caratterizza, una sia pur modesta http://www.michielb.nl/maya/math.html
capacita di rivelazione di errori: il primo perché ,Eg?]:a%rcf)’.ramma IO IR R IRE T
tutte le configurazioni sono costituite da due

gruppi di bit e in ciascun gruppo un solo bit ha il [9]
valore 1; il secondo perché tutte le configurazio-

ni hanno 2 e 2 soli bit con valore 1.

Melville, Ancient and Classical Mathematics
http://it.stlawu.edu/%zEdmelvill/323/
index.html

[10] von Neumann, John: The Principles of Large-
Scale Computing Machines. Reprinted in: Ann.
Hist. Comp.,Vol. 3, n. 3, 1946, p. 263-273.

BIbIIOgrafla [11] The Arabic numeral system
[1] Ancient Egiptian Mathematics http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/
http://home.clara.net/beaumont/egypt/maths/ HistTopics/Arabic_numerals.html
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