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Il Consiglio Scientifico della rivista ha pensato di attuare un’iniziativa culturalmente utile
presentando in ogni numero di Mondo Digitale un argomento fondante per I'Informatica e le
sue applicazioni; in tal modo, anche il lettore curioso, ma frettoloso, potra rendersi conto di
che cosa sta “dentro la scatola”. E infatti diffusa la sensazione che lo sviluppo formidabile
assunto dal settore e di conseguenza il grande numero di persone di diverse estrazioni culturali
che - a vario titolo - si occupano dei calcolatori elettronici e del loro mondo, abbiano nascosto
dietro una cortina di nebbia i concetti basilari che o hanno reso possibile.

Il tema scelto per il 2004 ¢ stato: “Perché gli anglofoni lo chiamano computer, ovvero: in-
troduzione alle aritmetiche digitali’. Per il 2005 il filo conduttore della serie sara: “Ma ce la
fara veramente?, ovvero: introduzione alla complessita computazionale e alla indeci-
dibilita” e il suo intento & di guidare il lettore attraverso gli argomenti fondanti dell’ Informatica e al-
le loro implicazioni pratiche e filosofiche. La realizzazione degli articoli € affidata ad autori che uni-
SCono una grande autorevolezza scientifica e professionale a una notevole capacita divulgativa.

Potenza e limiti del calcolo automatico: la complessita

di calcolo degli algoritmi

1. INTRODUZIONE

uesto € il terzo articolo di una serie di

quattro destinata a illustrare gli aspetti
pill concettuali e teorici dell’informatica. | pri-
mi due si sono focalizzati sulla nozione di al-
goritmo come formalizzazione del concetto di
calcolo automatico e sulla possibilita di risol-
vere problemi in modo algoritmico. Qui ’at-
tenzione é rivolta esclusivamente ai problemi
risolubili algoritmicamente, per valutare I’ef-
ficienza degli algoritmi, intesa come stima
della loro capacita di fare uso in maniera otti-
male delle risorse di calcolo. Nel fare cio, cer-
cheremo di essere precisi, adottando metodi
guantitativi di valutazione basati su strumen-
ti matematici e di prescindere da dettagli
inessenziali, mettendo a fuoco gli aspetti pit
concettuali degli algoritmi e dei problemi da
essi risolti.
Illustreremo concetti e metodi relativi a due
dei problemi pit rilevanti e maggiormente stu-
diati: quello di ricercare un elemento in un in-
sieme dato e quello di ordinare un insieme di
elementi.

Angelo Morzenti

2. OGGETTO E METODI
DELL’ANALISI DI COMPLESSITA

Avendo definito l'efficienza di un algoritmo co-
me la sua capacita di fare un uso il pit possibi-
le limitato delle risorse di calcolo, la prima do-
manda da porsi €: di quali risorse siamo inte-
ressati a valutare [’utilizzo. La risposta non €
univoca e dipende dallo scopo e dal contesto in
cui I’analisi viene svolta. Tra i fattori da conside-
rare ci sono, per esempio, il tempo impiegato
per completare ’esecuzione dell’algoritmo, la
guantita di memoria, centrale o esterna, richie-
sta per memorizzare dati e risultati, i dispositivi
di interfaccia utilizzati, i canali di comunicazio-
ne e le relative larghezze di banda nel caso che
il calcolatore comunichi con altri a esso collega-
ti. Nel breve spazio di questo articolo ci concen-
treremo sulla valutazione del tempo di calcolo,
che assume grande rilevanza sia pratica che
concettuale. Nel seguito, quando parleremo di
“costo” o di “complessita di calcolo” di un’ope-
razione o dell’esecuzione di un algoritmo, in-
tenderemo percio riferirci al tempo impiegato.
L’analisi dello spazio di memoria utilizzato da
un algoritmo diventa rilevante per gli algoritmi
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che utilizzano complesse strutture dati, che in
questo ambito per semplicita e brevita non
consideriamo.

Come valutare il tempo di calcolo di un algorit-
mo? Un semplice e immediato approccio di tipo
empirico porterebbe a codificarlo in un linguag-
gio di programmazione, effettuare una serie di
esecuzioni su un determinato calcolatore for-
nendogli valori di ingresso opportunamente se-
lezionati, cronometrare (tramite opportuni stru-
menti hardware e software) i tempi di esecuzio-
ne per poi compilare tabelle, calcolare statisti-
che. Questo approccio, se pur del tutto sensato
e corretto in certi contesti (tipicamente quando
si vogliano effettuare delle operazioni di bench-
marking per calcolatori), & insoddisfacente ai
nostri scopi, perché il tempo di esecuzione di un
algoritmo su un determinato calcolatore dipen-
de da svariati fattori di natura contingente che
fanno perdere generalita ai risultati ottenuti, per
esempio dalla velocita della CPU, delle interfac-
ce, dei bus e delle periferiche, dalla qualita del
codice generato dal compilatore (se I’algoritmo
é codificato in un linguaggio di alto livello), dalle
eventuali interferenze con altri programmi in
corso di esecuzione (nel caso che il calcolatore
sia multiprogrammato). In realta noi siamo inte-
ressati a studiare gli algoritmi in sé, prescinden-
do il pit possibile dagli aspetti relativi alla piat-
taforma di calcolo sulla quale vengono eseguiti.
Il primo passo per rendere le nostre valutazioni
indipendenti dalla piattaforma € quello di assu-
mere un modello di macchina calcolatrice pro-
grammabile il pit semplice possibile, al quale
tutte le altre (o un sottoinsieme molto significa-
tivo) siano riconducibili e adottare un linguaggio
per codificare gli algoritmi similmente universa-
le e rappresentativo. Per evidenti ragioni di spa-
zio non possiamo dare una definizione precisa e
rigorosa della piattaforma di calcolo e del lin-
guaggio di programmazione cui faremo riferi-
mento nel seguito: facciamo appello all’espe-
rienza e all’intuito del lettore, e lo rimandiamo ai
testi citati in bibliografia.

Assumiamo un classico modello di macchina
RAM (Random Access Machine), cioé di una
macchina:

0 che puo accedere con un costo uniforme a
tutte le celle della sua memoria;

O le cui istruzioni vengono eseguite una alla
volta senza alcun grado di parallelismo;

0 che possiede nel suo repertorio le usuali

operazioni aritmetiche (+, -, *, /, arrotonda-
menti a interi), logiche (connettivi preposizio-
nali di congiunzione, disgiunzione, negazione)
e istruzioni per spostare dati dalla memoria alle
unita di elaborazione e viceversa;

00 che memorizza nelle celle della memoria nu-
meri interi o con parte decimale, caratteri, sim-
boli rappresentanti elementi di insiemi finiti;

00 che NON possiede operazioni dissimili da
quelle elementari di un comune calcolatore
(per esempio, supponiamo di non poter calco-
lare con una singola operazione un’arbitraria
potenza di un numero o la versione ordinata di
un insieme di elementi);

O che NON fa uso di una gestione gerarchica
della memoria, utilizzata nei calcolatori moder-
ni per ottimizzare le prestazioni (memorie ca-
che, memoria virtuale): tali sistemi ne rendono
il comportamento assai complesso, difficile da
analizzare e poco predicibile.

Il lettore ha sicuramente notato la grande diffe-
renza tra la macchina RAM e il modello della
macchina di Turing adottato nei precedenti arti-
coli per formalizzare la nozione di algoritmo. La
macchina RAM & equivalente alla macchina di
Turing per quanto attiene alle questioni di cal-
colabilita; per gli aspetti riguardanti la com-
plessita di calcolo degli algoritmi la macchina
RAM & molto piul vicina ai calcolatori elettronici
impiegati nella realta per I’elaborazione auto-
matica dell’informazione.

Il linguaggio in cui esprimiamo gli algoritmi ha
le seguenti caratteristiche:

[ & ispirato ai pill comuni linguaggi di program-
mazione (C, Pascal, Java...) e contiene le istruzio-
ni della programmazione strutturata (istruzioni
iterative e condizionali); nelle istruzioni compo-
ste usiamo l’'incolonnamento per indicare le se-
quenze di sotto-istruzioni; 'operatore di asse-
gnamento viene indicato con una freccia verso
sinistra “ —” (quando l’istruzione v — e viene
eseguita la variabile vassume il valore dell’e-
spressione e); i commenti iniziano con una dop-
pia sbarra “//”e terminano alla fine della riga;

0 gli algoritmi sono scritti sotto forma di proce-
dure con parametri, l'istruzione restituisci pud
essere usata per terminare I’esecuzione resti-
tuendo esplicitamente un risultato;

O le variabili rappresentano un dato semplice in
una cella di memoria, con l'unica eccezione dei
vettori, che rappresentano un insieme di dati ele-
mentari memorizzati in celle consecutive: A[1..n]
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Riquadro 1

indica un vettore di n elementi, A[/] indica ’/-simo
elemento, e lung(A) la dimensione del vettore.
Come primo esempio su cui illustrare il metodo
di analisi della complessita di calcolo degli al-
goritmi, consideriamo il problema della ricerca
di un elemento in un insieme prefissato, memo-
rizzato in un vettore, e l’algoritmo della cosid-
detta ricerca sequenziale che confronta in suc-
cessione, dal primo all’ultimo, gli elementi del
vettore con quello ricercato, fino a quando lo
trova (e allora restituisce la posizione nel vetto-
re) oppure oltrepassa la fine del vettore (allora
restituisce 0 in segno di insuccesso della ricer-
ca). Il riquadro 1 riporta ’algoritmo; una prima
colonna separata indica, mediante costanti
simboliche, il costo attribuito a ogni singola
operazione e una seconda colonna il numero di
volte in cui ogni operazione viene ripetuta.

Algoritmo di ricerca sequenziale

Ricerca Sequenziale (A, elem)

i1

fintantoche / < lung(A) ripeti

seAli]=elem

allora restituisci i
altrimentii « i+1

restituisci O

Costo # esecuzioni
c, 1
C, K,con1<K<lung(d) +1
& H, con 1< H< lung(A)
¢, Ooppure 1
C, J,con0</<lung(4)
[ Ooppure 1

Il tempo T di esecuzione dell’algoritmo € dato
dalla somma dei tempi delle singole istruzioni,
e si pud esprimere diversamente a seconda che
’elemento cercato sia presente o assente. Nel
primo caso, supponendo che ’elemento cerca-
to si trovi in posizione P,

T=c+P-(c,+c)+(P-1) -cs+c,
mentre nel secondo (elemento non presente)
T=c+(N+1) G+ N+ (Cy+ 0o + G

Il caso a costo minimo (chiamato caso ottimo) &
quelloin cui l’elemento cercato si trova in prima
posizione: in questo caso T=c, + ¢, + ¢, + (5 il
caso in cui ’elemento non é presente & anche
quello in cui viene eseguito il maggior numero
di operazioni elementari, e per questo é detto
€aso pessimo.

Di solito il caso ottimo ha un interesse limitato,
perché non é frequente né rappresentativo. Il ca-

S0 pessimo € invece considerato con grande at-
tenzione quando si vuole adottare un approccio
cautelativo e prudenziale tipico delle attivita pro-
gettuali in cui, per esempio nell’ingegneria civile
0 meccanica, si utilizzano ipotesi di massimo ca-
rico per dimensionare i manufatti progettati. Cid
& particolarmente opportuno nella progettazio-
ne dei sistemi informatici che presentano delle
criticita (si pensi ad apparecchiature medicali, o
a sistemi di controllo dei mezzi di trasporto) in
cui & essenziale poter contare sul fatto che una
certa componente che esegue un algoritmo ter-
mini producendo il risultato richiesto entro un
tempo prefissato. Per questi motivi nel seguito
concentreremo le nostre valutazioni di comples-
sita sul caso pessimo. Per i sistemi, meno critici,
che hanno al pil ’esigenza di massimizzare le
prestazioni a fronte di un numero molto alto di
esecuzioni con dati diversi (per esempio sistemi
transazionali in ambito amministrativo), i casi ot-
timo e pessimo non sono rappresentativi delle
prestazioni complessive, che vengono valutate
con metodi di tipo statistico, a partire da appro-
priate ipotesi sulla distribuzione dei dati. La valu-
tazione del caso medio € spesso pili complessa e
laboriosa di quelli ottimo e pessimo: per la ricer-
ca sequenziale, supponendo che il dato ricercato
sia presente e che con la stessa probabilita si tro-
vi in una qualsiasi delle n posizione nel vettore, il
costo medio richiede di valutare la media di tutti i
valori della posizione P, ottenendo percio:

T=01+2E002 +C3) "’n—;LEs"'CA

Possiamo constatare, nei casi pessimo e medio
appena esaminati, che la complessita tempora-
le dipende da n, la dimensione dei dati in in-
gresso. Cio é tipico di tutti i problemi non bana-
li, percio per un algoritmo che abbia dei dati in
ingresso di dimensione n il tempo di esecuzio-
ne viene indicato, evidenziando la dipendenza
dal parametro, come una funzione 7 (n).

Inoltre nel considerare la funzione T(n) si cerca
di darne una caratterizzazione il pit possibile
sintetica e generale, che permetta di prescinde-
re dai fattori relativi alla piattaforma di calcolo
su cui viene eseguito l’algoritmo (e quindi dalle
costanti c,, ... ¢, nel nostro esempio) e dall’in-
fluenza che possono avere sull’andamento del-
la funzione le parti marginali dell’algoritmo, per
esempio quelle che vengono eseguite un nu-
mero fisso di volte. Si astrae da questi fattori
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mediante lo strumento matematico della valu-
tazione dell’andamento asintotico delle funzio-
ni, che stima la loro velocita di crescita prescin-
dendo dalle costanti di proporzionalita e consi-
derando valori della variabile indipendente n
sufficientemente elevati da escludere i termini
di ordine inferiore. Per esempio, per la com-
plessita della ricerca sequenziale si dice che
T(n) & ©(n), intendendo che cresce allo stesso
modo della funzione f(n) = n. In generale,
quando la funzione T(n) & composta da pill ter-
mini e contiene costanti moltiplicative, si consi-
dera il termine dominante (quello che cresce
pili velocemente con la variabile n) e si ignora-
no le costanti moltiplicative; cosi facendo si ot-
tiene la pit semplice funzione f(n) che ha lo
stesso andamento asintotico di T(n), e si dice
che T(n) &€ © (f(n).

La notazione © & un potente strumento di
astrazione: due algoritmi A, e A, che hanno
complessita T,(n) e T, (n) che siano entrambe
O (f(m) per qualche funzione f(n) sono consi-
derate equivalenti per quanto riguarda la com-
plessita temporale.

3. RICERCA E ORDINAMENTO

Ricordiamo ora che la nozione di algoritmo &
ben distinta da quella di problema: per ogni
problema si possono trovare piu algoritmi che
lo risolvono e che differiscono per vari aspetti,
tra cui la complessita di calcolo. Illustriamo
questo fatto su due problemi classici dell’infor-
matica, tra i meglio studiati a causa della loro
grande rilevanza teorica e applicativa: quello
della ricerca (per il quale si ¢ gia visto I’algorit-
mo di ricerca sequenziale) e quello dell’ordina-
mento (che, dato un insieme di elementi dispo-
sti in sequenza in un ordine qualsiasi, consiste
nel disporli in senso crescente). E istruttivo
considerare un algoritmo alternativo alla ricer-
ca sequenziale che, sotto 'ipotesi che 'insieme
degli elementi in cui effettuare la ricerca siano
disposti in ordine crescente, permette di svol-
gere la ricerca in modo molto pil efficiente. Si
tratta della ricerca binaria, codificata nella pro-
cedura mostrata nel riquadro 2. Laricerca viene
svolta con riferimento a un segmento di vettore
individuato dai due indici inf e sup; ad ogni ite-
razione l’elemento ricercato elem viene con-
frontato con quello presente nel punto media-
no del segmento considerato: se & uguale la ri-

Riquadro 2
Algoritmo di ricerca binaria
Ricerca Binaria (4, elem)
inf — 1
sup « lung(@)
med  (inf+sup) / 2
fintantoche (inf < sup) e (elem # A[med])) ripeti
se elem > A[i]
allorainf — med +1 //scarta la prima meta del segmento di vettore
altrimenti sup « med—1//scarta la seconda meta del segmento
//di vettore
seinf<sup //seinf<sup allora elem = A[med]
allora restituisci med
altrimenti restituisci 0

cerca termina con successo, se € maggiore, la
ricerca puo proseguire nella seconda parte del
segmento (perché essendo il vettore ordinato,
elem & maggiore anche di tutti gli elementi del-
la prima parte del segmento), altrimenti, prose-
gue nella prima meta.

Valutiamo questo algoritmo in modo informale
e sintetico, tenendo presente che siamo inte-
ressati alla complessita asintotica nel caso pes-
simo. Basta quindi contare il numero di volte in
cuiviene ripetuto il corpo del ciclo: poiché il nu-
mero degli elementi del segmento sotto esame
viene dimezzato a ogni ripetizione, il numero
massimo di ripetizioni & pari al numero di volte
per cui occorre dividere un numero n per 2 per
arrivare a 0, e questo valore é strettamente le-
gato al logaritmo in base 2 di n, quindi T(n) &
©(log n). E noto che la funzione log n cresce
molto lentamente al crescere di n (aumenta di 1
al raddoppiare di n; per n pari a circa un miliar-
do log n vale circa 30, per n pari a circa mille mi-
liardi vale circa 4o...). Effettuare una ricerca in
un insieme di dimensioni rilevanti € molto pil
efficiente se l’insieme é ordinato, come ben
sanno tutti i genitori che cercano di (far) tenere
in ordine la camera dei propri figli, e tutti coloro
che hanno mai provato a immaginare quanto
sarebbe utile una guida telefonica con gli abbo-
nati riportati in un ordine casuale.

L’algoritmo di ricerca binaria ci da 'opportunita
di constatare un fatto che vale per tutti gli algo-
ritmi di ricerca e anche per quelli di ordinamen-
to: la valutazione della complessita asintotica
pud essere svolta conteggiando il numero di
confronti tra elementi, trascurando le altre ope-
razioni (valutazione e assegnamento di variabi-
li, gestione delle istruzioni iterative...). La ragio-
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Riquadro 3

ne di cio é duplice. In primo luogo, nel caso in
cui gli elementi da confrontare abbiano una
complessa struttura (e.g., siano numeri elevati,
polinomi, vettori di numeri o stringhe) allora
operazione di confronto diventa pill onerosa e
il suo costo prevalente rispetto a quello delle
altre; la seconda, e pil importante ragione,
particolarmente evidente nel caso della ricerca
binaria, & che il numero delle altre operazioni &
proporzionale al numero dei confronti e quindi
la loro inclusione nel conteggio non porterebbe
a risultati diversi per quanto riguarda la valuta-
zione asintotica della complessita.

Non c’é bisogno di enfatizzare la rilevanza dal
punto divista pratico dell’operazione diricerca di
un elemento in un insieme: si pensi anche solo
alla miriade di applicazioni informatiche di tipo
amministrativo e gestionale che ne fanno uso. Al-
la luce del rilevantissimo miglioramento nell’effi-
cienza ottenibile dalla ricerca binaria rispetto a
quella sequenziale grazie all’ipotesi di disposi-
zione ordinata degli elementi nel vettore A, l'ope-
razione di ordinamento assume anch’essa gran-
de importanza e infatti questo problema é stato
studiato a fondo, portando alla formulazione di
un gran numero di algoritmi; ne analizziamo ora
due trai piu significativi: 'ordinamento per inser-
zione e quello per fusione.

L’operato dell’ordinamento per inserzione, ri-
portato nel riquadro 3, € simile a quello di un
giocatore che, all’inizio di una partita, raccoglie
le carte dal banco e le dispone ordinatamente
in un mazzo che tiene in mano. Se ha gia raccol-
toil 3,il 4 eil 7 e litiene in mano in questo ordi-
ne, e poi raccoglie il 6, loinfilatrail 4 eil 7.
L’istruzione “per tutti i” scandisce gli elemen-

Ordinamento per inserzione

Ordina per Inserzione (A) Costo # esecuzioni
per tuttiijda 2 a lung(A) ripeti c, n

elem « A[j] c, n-1

//inserisci A[j] nella porzione

//ordinata A[1..j— 1] del vettore

fej-1 (o n-1

fintantoche (/> o) e (elem <A[i] ripeti ¢, ELZ P,
Ali+1] < Alil ¢ PIMGESY
[ei-1 @3 z’;=2(P]—1)

Ali+1] «~ elem c n-1

ti del vettore dal secondo all’ultimo e Uistru-
zione fintantoché, per ogni elemento in posi-
zione j, con 2 <j<lung(A), lo porta nella posi-
zione che gli compete nel segmento iniziale di
vettore, lungo j — 1, gia ordinata nelle passate
precedenti. A ogni ripetizione del ciclo fintan-
toché, la lunghezza del segmento iniziale or-
dinato si allunga di 1, quindi alla fine del pro-
cesso tutti gli elementi sono disposti in ordi-
ne crescente. Lo sforzo complessivo per por-
tare ’elemento A[j] nella posizione giusta di-
pende dal suo valore relativamente a quello
degli elementi che occupano le posizioni pre-
cedenti da 1aj—1: se A[j] & minore di tutti lo
sforzo & massimo, proporzionale a (il valore
P; & pari a j, perché occorre confrontare alj]
con tutti gli elementi che lo precedono); all’e-
stremo opposto, se A[j] € maggiore di tutti gli
Aljl, 1<i<j, poiché questi sono ordinati in
senso crescente bastera confrontare A[j] con
Alj — 1] per concludere che A[j] si trova gia in
posizione corretta e non deve essere sposta-
to. Abbiamo quindi individuato il caso ottimo
e quello pessimo. Il caso ottimo & quello in
cui il vettore € gia ordinato, il parametro P,
nella sommatoria vale 1e T(n) € ©(n), cioé la
funzione di complessita é lineare. Il caso pes-
simo é quello con A[j] minore di tutti gli ele-
menti che lo precedono, cioé il vettore & ordi-
nato in senso decrescente, il parametro P; va-
le sempre j e, poiché la sommatoria dei primi
nnumeriinterivalen- (n-1)/2, T(n) € ©(n?.
L’ordinamento per inserzione € quindi qua-
dratico nel caso pessimo.

Esaminiamo ora il secondo algoritmo di ordi-
namento, quello per fusione. L’algoritmo &
molto intuitivo nella sua formulazione pid
astratta, ma ben piti complesso dei preceden-
ti se ne consideriamo tutti i dettagli: ne diamo
quindi una descrizione di massima e uno
schema di codice incompleto, omettendo al-
cuni dettagli ininfluenti ai fini della valutazio-
ne di complessita.

L’idea alla base dell’algoritmo, che ne determi-
na anche il nome, € descritta nel riquadro 4: il
vettore da ordinare viene diviso in due parti, le
parti ottenute vengono ordinate (ricorsivamen-
te, cioé applicando a esse lo stesso algoritmo) e
poi fuse ottenendo la versione ordinata del vet-
tore di partenza. La procedura di ordinamento
per fusione, riportata nel riquadro 5, ha quindi
due parametri aggiuntivi, gli indici infe sup che
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Riquadro 4
Ordinamento per fusione: simulazione grafica
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(come nella ricerca binaria) delimitano la por-
zione del vettore alla quale viene applicata.

Per valutare la complessita dell’ordinamento
per fusione osserviamo che la divisione in due
del segmento da ordinare non effettua alcuna
operazione sul vettore (consiste solo nel calco-
lo della posizione mediana) e quindi ha un co-
sto costante, indipendente dal numero di ele-
menti del segmento di vettore da ordinare. Il
grosso del lavoro viene quindi svolto nell’ope-
razione di fusione; per brevita e semplicita non
codifichiamo la procedura fondi, ma, osservan-
do il riquadro 4, € facile comprendere come si
svolge: gli elementi da inserire nel segmento di
vettore risultato della fusione vengono presi in
sequenza, dai pit piccoli ai piti grandi (cioé an-
dando da sinistra a destra) da una o dall’altra
delle due porzioni da fondere, sfruttando il fat-
to che queste sono gia (ricorsivamente) ordina-
te. A ogni inserzione si sceglie il minore tra il
primo elemento di una porzione e il primo del-
l’altra, lo si preleva dalla porzione in cui si trova
e lo siimmette nella porzione di vettore ordina-
to in corso di costruzione, in posizione succes-
siva a quella degli elementi immessi nei passi
precedenti (cioé alla loro destra), in modo che
anch’essa risulti ordinata in senso crescente.
Sulla base di questa, pur informale, descrizione
possiamo facilmente concludere che la com-
plessita dell’operazione di fusione € proporzio-
nale al numero complessivo degli elementi del-

Riquadro 5
Ordinamento per fusione: codice
Ordina per Fusione (A, inf, sup)
se inf <sup
allora med « (inf+sup) / 2

Ordina per Fusione (A, inf, med) //ordina la meta inferiore
//del segmento

Ordina per Fusione (4, med +1, sup)//ordina la meta superiore
//del segmento

fondi (4, inf, med, sup)

le due porzioni che vengono fuse, cioé & O (k),
dove k = sup-inf + 1; I'algoritmo fondi ha percio
complessita T(n), & ©(n) ovvero é lineare. Per
completare la valutazione della complessita
facciamo riferimento al riquadro 4 e “tiriamo le
somme” considerando tutte le operazioni di fu-
sione effettuate globalmente dall’algoritmo,
prescindendo dal loro ordine, evidentemente
irrilevante. Considerando le sezioni orizzontali
del riguadro 4 che descrivono le operazioni di
fusione, notiamo che in ognuna di esse il nu-
mero complessivo di elementi coinvolti nell’o-
perazione di fusione € sempre lo stesso, cioé n,
il numero complessivo di elementi del vettore
da ordinare (nelle sezioni alte del riquadro 4 si
fondono molti segmenti piccoli, precisamente
2' segmenti con n/2' elementi ognuno, mentre
nelle sezioni basse si fondono pochi segmenti
pili grandi, ma il numero totale di elementi &
sempre n). Quante sono le sezioni orizzontali
del riquadro 4? Possiamo stabilirlo con un ra-
gionamento simile a quello fatto per valutare la
complessita della ricerca binaria: ogni volta un
segmento viene diviso in due, quindi il numero
delle sezioni orizzontali & log n. In conclusione
il costo complessivo dell’algoritmo di ordina-
mento per fusione & proporzionale a n (il costo
delle fusioni complessivamente effettuate in
corrispondenza a una delle sezioni orizzontali
del riquadro 4) moltiplicato per log n (il numero
delle sezioni orizzontali), quindi la complessita
T(n)eo(n-logn).

4. S1 PUO FARE DI MEGLIO?
PROBLEMI APERTI E CHIUSI

Abbiamo visto sui due esempi della ricerca e
dell’ordinamento che, come nella realta quoti-
diana ci sono piti modi per risolvere un proble-
ma, anche in informatica si possono trovare di-
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versi algoritmi, che differiscono per logica di
funzionamento e per complessita di calcolo. E
chiaro che gli algoritmi pit facili e immediati da
concepire e formulare non hanno molta proba-
bilita di essere efficienti: per ottenere i risultati
migliori sono necessari una profonda compren-
sione della natura del problema e fantasia per
inventare soluzioni originali e non banali. La fi-
ducia nell’ingegno e nell’inventiva umani ci pud
far credere che, con sufficienti sforzi, per qual-
siasi problema possano essere trovate soluzioni
sempre pil efficienti. Lo scenario alternativo a
quello appena prospettato € quello in cui per un
determinato problema, esista una certa soglia
di efficienza algoritmica invalicabile e quindi,
una volta trovato un algoritmo che appartenga a
questa classe di complessita asintotica, per
quanti sforzi si facciano per ideare nuovi algorit-
mi, non si riesca a oltrepassare questa barriera,
perché i nuovi algoritmi portano soltanto mi-
glioramenti marginali (per esempio, abbassano
le costanti moltiplicative o migliorano le presta-
zioni per valori limitati delle dimensioni dei da-
ti). Ebbene, purtroppo questo secondo scenario
é quello corrispondente alla realta. Per esem-
pio, per il problema dell’ordinamento, & possibi-
le dimostrare che un qualsiasi algoritmo che si
basi su operazioni di confronto tra gli elementi
da ordinare ha necessariamente complessita
asintotica di classe © (n - log n) o peggiore. In al-
tri termini, n - log n costituisce un limite inferiore
alla complessita del problema dell’ordinamen-
to; sappiamo inoltre che questo limite viene
raggiunto dall’algoritmo, relativamente sempli-
ce, di ordinamento per fusione. Similmente, si
dimostra che qualsiasi algoritmo di ricerca ba-
sato su operazioni di confronto deve avere com-
plessita almeno logaritmica, come l'algoritmo di
ricerca binaria.

Se, per un determinato problema, si riesce a
trovare una classe di complessita che ne costi-
tuisce un limite inferiore e allo stesso tempo &
noto un algoritmo con complessita apparte-

nente a tale classe, si dice che tale problema &
chiuso. Il problema dell’ordinamento € dunque
chiuso. Oltre all’algoritmo di ordinamento per
fusione, sono notiin letteratura e utilizzati nelle
applicazioni industriali dell’informatica, altri al-
goritmi, quali il quicksort e ’heapsort, che sono
migliori dell’ordinamento per fusione sotto cer-
ti aspetti (per esempio, la complessita nel caso
medio, o l'uso della memoria) ma gli sono equi-
valenti dal punto di vista della complessita
asintotica per il caso pessimo.

Fornire un limite inferiore alla complessita di un
problema é solitamente difficile, a causa della
generalita e dell’astrattezza del procedimento
dimostrativo, che deve riuscire a prescindere
da ogni particolare algoritmo risolutivo di tale
problema e allo stesso tempo esser valido per
tutti i possibili algoritmi (inclusi anche quelli
non ancora inventati), modellando gli aspetti
essenziali che li accomunano; tali dimostrazio-
ni si basano spesso su ragionamenti di natura
combinatoria, e utilizzano risultati della mate-
matica non elementare.
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